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1. Введение. В последние годы по ряду причин, в частности в 
связи с развитием нанотехнологии, существенно возрастает интерес к 
структуре и свойствам малых частиц. Так, М. Антониетти, директор 
Института коллоидной химии им. М. Планка (Берлин), развивает 
восходящую к В. Оствальду концепцию о том, что особые свойства 
малых частиц позволяют отнести их к особому – четвертому состоянию 
вещества [1]. Аналогичную концепцию в 90-х годах развивал И.В. 
Тананаев, который уделял большое внимание особым свойствам 
ультрадисперсных сред [2]. Ультрадисперсными системами он назвал 
системы, которые представляют собой переходные состояния 
конденсированных веществ, т.е. макроскопические ансамбли малых 
объектов размером 1 – 10 нм. И.В. Тананаев высказал мнение о том, что 
проблема получения материалов с качественно новыми физико-
химическими характеристиками, а также высокими физико-
механическими свойствами может быть решена при формировании и 
использовании ультрадисперсных сред. 
Проблема размерной зависимости поверхностного натяжения и 
других поверхностных характеристик занимает одно из центральных 
мест, как в физике малых частиц, так и в физике межфазных явлений. 
Начало изучению данной проблемы было положено еще Дж. В. 
Гиббсом, который, однако, пришел к выводу, что влиянием размера 
микрочастиц на поверхностное натяжение можно пренебречь. К 
проблеме размерной зависимости поверхностного натяжения 
обращались неоднократно как теоретики, так и экспериментаторы. 
Рассмотрению этого вопроса посвящен ряд теоретических работ, однако 
мнение различных авторов по поводу даже качественной 
характеристики зависимости поверхностного натяжения от кривизны 
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поверхности разрыва часто расходились. Напротив, экспериментальные 
результаты являются весьма скудными, к тому же, эксперименты в 
данной области довольно сложны и, соответственно, их результаты 
нельзя считать вполне достоверными. Следует также отметить, что 
обычно при использовании методов компьютерного моделирования для 
нахождения поверхностных характеристик используется тензор 
давлений, хотя для нанометровых объектов эта величина теряет 
физический смысл. 
C учетом сказанного, можно сделать вывод, что, 
применительно к малым системам проблема экспериментального и 
теоретического исследования размерной зависимости поверхностного 
натяжения сохраняет свою актуальность. Это касается в частности 
физико-химических основ технологии микро и наноэлектроники. При 
создании рабочих элементов нанометрового размера приходится решать 
две диаметрально противоположные задачи: 1) создать 
микрогетерогенное метастабильное твердое тело с максимальной 
дисперсностью неравновесных объектов. 2) обеспечить длительную 
стабильную работу всей схемы в целом, подавляя ее стремление к 
гомогенизации – выравниванию состава. 
В термодинамике имеются хорошо разработанные методы 
исследования стабильности систем, которые целесообразно 
распространить на высокодисперсные системы. Хотя в данной работе 
исследуются термодинамические характеристики малых капель, 
разработанные в ней методы и подходы могут быть в дальнейшем 
распространены на рассмотрение малых твердых объектов и, в 
частности, активных областей интегральных схем. 
Современная микро и наноэлектроника берет начало от 
планарной технологии. Однако вполне возможно применение таких 
активных и пассивных элементов интегральных схем, которые 
описываются моделью сферической частицы. В этом случае размерная 
зависимость поверхностного натяжения будет иметь непосредственное 
отношение к стабильности таких элементов. Проблема размерной 
зависимости межфазного натяжения на границе двух жидкостей имеет 
непосредственное отношение к проблеме стабилизации микроэмульсии. 
В 1964 году Л.М. Щербаковым [3] впервые было предложено 
применить термодинамическую теорию возмущений Пайерлса к 
нахождению избыточной свободной энергии малых капель простого 
леннард-джонсовского флюида. Однако, в результате целого ряда 
упрощающих допущений, позволяющих довести теоретические 
результаты до вывода аналитического соотношения, для удельной 
свободной поверхностной энергии, была получена простая 
асимптотическая зависимость типа формулы Толмена, не применимая 
при малых радиусах капель. 
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Задача разработки компьютерного варианта метода расчета 
избыточной свободной энергии малых объектов, основывающегося на 
термодинамической теории возмущений, была впервые поставлена и 
рассмотрена в кандидатской диссертации А.В. Лебедева [4, 5], успешно 
защищенной в 1998 году. Однако, указанная диссертация была 
посвящена, прежде всего, мезоскопическому моделированию 
первичного акта смачивания. Соответственно, проблема размерной 
зависимости имела в рамках этой работы вспомогательный характер. В 
данной работе программы для расчета удельной свободной энергии 
малых капель простого леннард-джонсовского флюида, а также 
расплавов натрия и алюминия были разработаны заново, а для малых 
капель воды и жидкостей с существенно несферическими молекулами 
были разработаны впервые. 
Позднее в наших работах, отмеченных ниже, были разработаны и 
апробированы другие компьютерные варианты применения метода 
термодинамической теории возмущений (ТТВ) к исследованию 
размерной зависимости удельной свободной энергии малых объектов, 
включая наночастицы. Впервые метод ТТВ был применен к 
исследованию размерной зависимости поверхностного натяжения 
молекулярных систем с существенно несферическими молекулами, 
микрокаплям воды. Также разработан и апробирован компьютерный 
вариант метода исследования размерной зависимости удельной 
свободной поверхностной энергии малых объектов, основывающийся 
на термодинамической теории возмущений, с использованием модели 
RISM для существенно несферических молекул. 
Вопрос о влиянии кривизны поверхности разрыва на величину 
поверхностного натяжения занимает одно из центральных мест в 
гиббсовской теории искривленных межфазных поверхностей. Учитывая 
это, к проблеме размерной зависимости поверхностного натяжения 
обращались неоднократно как теоретики, так и экспериментаторы. 
Рассмотрению этого вопроса посвящен ряд работ, однако мнения 
различных авторов по поводу даже качественного характера 
зависимости поверхностного натяжения от кривизны поверхности 
разрыва расходятся. 
2. Экспериментальные методы исследования малых 
объектов. Эксперименты в этой области довольно сложны и, 
соответственно, их результаты в некоторых случаях нельзя считать 
вполне достоверными. Можно выделить несколько экспериментальных 
методов. Один из методов основывается на наблюдении испарения 
субмикроскопических объектов непосредственно в электронном 
микроскопе [6]. Эксперименты проводили для микрокапель нескольких 
металлов с размером от 1,5 до 40 нм и выявили уменьшение 
поверхностного натяжения металлических капель и малых твердых 
частиц по сравнению с соответствующими макроскопическими 
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значениями. Автором была выявлена размерная зависимость, не 
замеченная ранее при использовании этого же метода, и определены 
параметры K  формулы Русанова RK  , связывающей 
поверхностное натяжение   с радиусом частицы R . 
Дж. А. Уингрейв, Р.С. Шехтер и В.Х Уэйд. используют в своей 
статье «Экспериментальное определение зависимости поверхностного 
натяжения от кривизны по результатам изучения течения жидкости» [7] 
метод, связанный с исследованием гидродинамики жидкостей в 
пористых средах. Время необходимое для насыщения предварительно 
обезгаженных мезопористых сфер из стекла «Вайкор» посредством 
гидродинамического впитывания жидкости, измеряли 
гравиметрическим методом для воды и пяти алканов. Используя эти 
времена впитывания вместе с уравнениями непрерывности и 
капиллярности, они рассчитывали поверхностные натяжения для 
впитываемых жидкостей. Полученные таким путем поверхностные 
натяжения превышают поверхностные натяжения для плоской 
поверхности на 5-50%. Характеристический линейный параметр   
формулы Толмена 
R


 21

, рассчитанный из зависимости 
поверхностного натяжения от кривизны, находится в пределах от 1 до 
10 Å для различных исследованных жидкостей. Здесь   – 
макроскопическое значение поверхностного натяжения.  
В работе Фенелонова, Коденева и Костровского [8] 
описываются экспериментальные исследования поверхностного 
натяжения для ядер нуклеации, образующихся в паре, через скорость 
изотермического гомогенного процесса образования ядер. Такой способ 
определения поверхностного натяжения для капель радиуса меньше чем 
0,7 – 1,0 нм показывает, что   остается постоянным или меняется менее 
чем на 14%. Т.е данный метод не выявляет зависимости   от кривизны 
поверхности в диапазоне субнанометровых радиусов. Этот же метод 
экспериментального определения поверхностной энергии зародышей 
использован в работе М.П. Анисимова, С.Д. Шандакова, И.Н. 
Шайморданова и А.Г. Насибулина [9], но, к сожалению, в ней не 
описаны полученные результаты. 
 3. О применении метода поверхностных фаз Гиббса к малым 
объектам. Весьма плодотворный подход, намеченный еще Юнгом и 
развитый Гиббсом [10], основывается на введении в рассмотрение 
геометрической разделяющей поверхности, к которой относятся 
избытки всех экстенсивных величин, характеризующих 
соответствующую двухфазную систему. Реальная система из двух 
однородных фаз  и  заменяется моделью, в которой эти фазы 
остаются однородными вплоть до разделяющей поверхности. 
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Однако вопрос о применимости метода Гиббса к малым 
объектам остается, вообще говоря, открытым. Как известно, 
термодинамика оперирует со статистически средними величинами, 
которые хорошо отражают реальную систему при условии достаточно 
большого числа молекул в системе и малости флюктуаций. Чем меньше 
система и чем больше флюктуации, тем хуже согласуется с опытом 
термодинамические выводы, и в этом смысле существуют ограничения 
в применимости термодинамики к малым объектам. 
Однако, как отмечает А.И. Русанов в [11], при применении этого 
общего положения к микрогетерогенным равновесным системам (мг-
системам) следует иметь в виду ряд дополнительных обстоятельств. 
Прежде всего, малым объектом здесь является только одна из фаз 
(дисперсная фаза), а другая – достаточно велика, так что в целом 
рассматриваемая система не является малой. Во-вторых, малость 
объекта – капли, пузырька, кристаллика – определяется в 
термодинамической теории искривленных поверхностей по размеру 
геометрической фигуры, ограниченной разделяющей поверхностью, а 
это значит, что «малый» объект может оказаться, по словам Русанова, 
на самом деле достаточно большим. Если в качестве объекта мы 
выберем область неоднородности радиуса R внутри объемной фазы и 
используем поверхность натяжения, то при 0R , когда внешняя фаза 
достигает границы устойчивости, размер неоднородной области с 
уменьшением радиуса поверхности натяжения может даже возрастать. 
Поэтому термодинамическое рассмотрение этого случая является 
вполне законным. 
При выборе метода рассмотрения малых объектов возникает 
также вопрос о возможности выделения поверхностной и объемной 
части объекта и о смысле всех величин для внутренней фазы при 
применении метода Гиббса к таким малым объектам, которые следует 
считать целиком неоднородными. Как известно, по мере уменьшения 
объекта его поверхностные свойства начинают играть все большую 
роль. Поэтому рано или поздно наступит ситуация, когда весь объект 
становится неоднородным и как бы состоит только из поверхностного 
слоя. Может показаться, что в этом случае все термодинамические 
соотношения, включающие в себя переменные внутренней объемной 
фазы, теряют смысл, но это не так. Следует подчеркнуть, что метод 
рассмотрения малых объектов, связанный с выделением двух объемных 
фаз и разделяющей поверхности, является строгим независимо от 
действительного наличия или отсутствия внутренней объемной фазы. 
Последняя используется для целиком неоднородного объекта лишь как 
эталон сравнения при введении поверхностного натяжения, причем этот 
эталон однозначно задан, так как, во-первых, указывается, о какой 
конкретно фазе идет речь (при рассмотрении капли, мы принимаем, что 
это та объемная фаза, которая образуется внутри малого объекта при 
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достаточном увеличении его размеров), и, во-вторых, значениями 
температуры и химических потенциалов внешней среды однозначно 
определяется состояние этой фазы. 
По мнению А.И. Русанова, в центре сферически симметричного 
объекта – капли – независимо от размера объекта тензор давления также 
симметричен, как в однородной фазе, и свойственная поверхностному 
слою анизотропия исчезает. Таким образом, в центре бесконечно малой 
области малого объекта в действительности создаются условия, 
приближающие ее по свойствам к однородной фазе. По нашему 
мнению, применение самого понятия тензора давлений к объектам 
нанометрового размера становится не вполне адекватным. Однако, при 
определенной модификации, метод Гиббса, основанный на 
рассмотрении двух объемных фаз и поверхности разрыва, полностью 
применим и к малым объектам. Поэтому в некоторых случаях может 
оказаться более удобным рассматривать малый объект как единое 
целое, без выделения в нем поверхностной и объемной части. Такой 
подход может рассматриваться, как одна из альтернатив метода Гиббса 
и является аналогом метода слоя конечной толщины Гугенгейма и 
Русанова [11]. 
Отличительная особенность большинства мг-систем – отсутствие 
четко выраженных границ между отдельными частями. Типичный 
пример – системы "зародыш – материнская фаза", возникающие на 
начальной стадии процесса образования новой фазы. С одной стороны, 
и в этом случае, в некотором приближении, реальная система может 
быть заменена гиббсовской моделью. Известно, что применение здесь 
классической термодинамики поверхностей позволило установить ряд 
важных закономерностей. С другой стороны, такой подход вызывает 
серьезные и вполне обоснованные возражения. Корректное 
термодинамическое описание таких малых объектов должно строиться с 
самого начала на основе статистических соотношений. 
4. Асимптотические формулы Толмена и Русанова. Как уже 
отмечалось выше, начало изучению проблемы размерной зависимости 
поверхностных характеристик было положено еще Гиббсом, который 
получил уравнение  
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и предположил, что поверхностное натяжение  и радиус кривизны 
границы раздела R изменяются в одном и том же направлении. Здесь   
адсорбция,   – плотность в соответствующей фазе. Первой попыткой 
более подробного и строгого рассмотрения зависимости равновесного 
поверхностного натяжения от кривизны поверхности на основе метода 
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Гиббса явилась работа Толмена [12]. Толмен применительно к 
однокомпонентной системе привел уравнение Гиббса к виду 




































2
3
1
1
2
1
2
3
1
1
2
2
1
RRR
RRR
TdR
d




.    (2) 
В качестве первого приближения (при const  и R ) 
Толмен получил уравнение 









 s
R


 211 ,     (3) 
где Rs – радиус поверхности натяжения,  > 0 - расстояние между 
эквимолекулярной разделяющей поверхностью и поверхностью 
натяжения для плоской границы раздела. По всей видимости, порядок 
величины  должен соответствовать эффективному молекулярному 
диаметру а. Статистическая оценка величины *=/a дает значение 
*=0,37 [13]. 
Вывод формулы (3) предполагает, что R>>. При этом условии 
зависимость  (R) можно представить в виде разложения 


2
211 RARA

,    (4) 
где А1, А2,..— независящие от R коэффициенты (индекс s при R здесь и в 
дальнейшем опускается). С учетом (3) разложение (4) принимает вид 
R


 21

,     (5) 
соответствующий более употребимой на практике форме соотношения 
Толмена (3). 
Вслед за работой Толмена [12] появилась целая серия 
исследований Кенига [14], Хилла [15], Баффа [16] и Кондо [17, 18], 
посвященных той же проблеме. Согласно квазитермодинамическим 
расчетам Толмена [19], а также статистическим расчетам Кирквуда и 
Баффа [20], выполненным для плоской поверхности, в случае систем 
жидкость-пар поверхность натяжения располагается ближе к жидкости, 
а эквимолекулярная поверхность – ближе к пару. Отсюда был сделан 
вывод об уменьшении поверхностного натяжения капель жидкостей с 
их размером, по крайней мере, для больших радиусов кривизны. 
Русанов [11] получил асимптотическую линейную зависимость 
для поверхностного натяжения 
RK        (6) 
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отвечающую малым R. Здесь К – коэффициент пропорциональности, 
зависящий от температуры и состава жидкой фазы. 
Из уравнения (6) следует, что в области малых радиусов 
кривизны независимо от специфики системы поверхностное натяжение 
всегда понижается с уменьшением радиуса кривизны и становится 
равным нулю, когда радиус кривизны поверхности натяжения 
обращается в нуль. 
Значения , полученные по результатам эксперимента, 
положительны и имеют порядок ангстремов, но у разных авторов 
величина  различна. Еще одной проблемой в задаче о размерной 
зависимости поверхностного натяжения от кривизны является 
определение коэффициента К в (6). 
После опубликования работ Толмена [12], его теория была 
распространена Баффом на многокомпонентные системы [21]. Более 
поздние попытки уточнения теории Толмена, например работа 
Шмельцера [22], являются не вполне адекватными. Так в [22] при 
выборе эквимолекулярной разделяющей поверхности   R  при 
0R . 
 5. Метод Хилла и концепция капиллярных эффектов II рода. 
Своеобразной альтернативой квазитермодинамики является выдвинутая 
в работах Л.М. Щербакова [3, 23] концепция капиллярных эффектов 2-
го рода. Если в основе квазитермодинамики лежит локальная форма 
термодинамических соотношений и функций, то для концепции 
капиллярных эффектов 2-го рода характерно рассмотрение системы 
"малый объект-среда" в целом. 
Основные трудности распространения термодинамики на 
микрогетерогенные системы связаны с возрастанием флюктуаций 
термодинамических величин, относящихся к малому объекту, и 
невозможностью выделить в подобном объекте "объемную" и 
"поверхностную" части. Первое из этих затруднений устраняется по 
Хиллу [24] рассмотрением ансамбля систем типа "малый объект-среда". 
Ансамбль из таких систем называется ансамблем Хилла. При изучении 
таких систем все термодинамические величины определяются как 
статистически средние по введенному ансамблю. Тогда 
характеризующие малый объект термодинамические величины (в том 
числе - поверхность объекта и его избыточная свободная энергия) 
определяются как статистические средние по введенному ансамблю. С 
физической точки зрения подобный прием оправдывается тем, что в 
процессе зарождения внутри исходной фазы появляется достаточно 
большое число зародышей, каждый из которых вместе с частью 
окружающей среды может рассматриваться как одна из систем 
ансамбля. Второе затруднение автоматически снимается в концепции 
капиллярных эффектов 2-го рода, согласно которой избыток свободной 
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энергии не связывается с границей раздела, а относится ко всей системе 
в целом. 
Следует отметить, что в методе Хилла понятие поверхностного 
натяжения вообще не используется. Вместе с тем, вводится формальная, 
на наш взгляд, дифференциация между обычным (дифференциальным) 
и интегральным давлением. Последнее будет зависеть от числа 
элементов ансамбля, что очевидно не вполне адекватно с физической 
точки зрения. Таким образом, метод Щербакова является, в некотором 
смысле, гибридным. В основном он соответствует распространению на 
высокодисперсные системы метода поверхностных фаз Гиббса, но 
использует также некоторые принципы методологии развитой 
Т.Хиллом. 
При использовании концепции капиллярных эффектов 2-го 
рода основной термодинамической характеристикой системы, 
включающей малый объект, является не поверхностное натяжение, а его 
избыточная свободная энергия, определяемая как "избыток" свободной 
энергии образующих систему частиц по сравнению с равными 
количествами частиц в соответствующих массивных фазах. При 
достаточно малых размерах объекта (по Щербакову, при радиусах капли 
или зерна r<10-5 см) отклонения от аддитивного распределения 
свободной энергии или других потенциалов уже не могут быть 
выражены с помощью члена S , пропорционального площади 
поверхности раздела фаз, а требуют введения новых членов, зависящих 
от размеров объекта. Здесь   – макроскопическое значение удельной 
свободной поверхностной энергии, 24 RS   – площадь разделяющей 
поверхности. Капиллярные эффекты, обусловленные этими 
дополнительными членами, и были названы Щербаковым 
капиллярными эффектами 2-го рода. Характерная особенность 
развиваемой концепции состоит также в том, что весь "избыток" 
свободной энергии относится к объекту в целом, а не связывается 
только с одной поверхностью раздела. Это делает возможным 
термодинамическое рассмотрение и в той области малых размеров, где 
применение термодинамики Гиббса становится уже недостаточно 
обоснованным ввиду невозможности выделения в столь малых объектах 
объемной и поверхностной частей. Избыток свободной энергии   
относится к системе в целом. Поэтому он без изменений переходит в 
выражения для других потенциалов. В этом отношении избыточная 
свободная энергия  сходна с дополнительной энергией, 
приобретаемой системой во внешнем поле. Учитывая эту специфику, 
целесообразно рассматривать   как функцию размеров и формы 
малого объекта. В частности, для капли роль параметра, определяющего 
величину  , играет ее радиус R . Однако наиболее рациональным 
является выбор в качестве параметра, характеризующего размеры 
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объекта, числа N  содержащихся в нем частиц. В этой связи, 
существенное значение приобретает вопрос о пространственной 
локализации объекта. 
В теории Гиббса предпочтение отдано расположению 
разделяющей поверхности, когда она совпадает с так называемой 
поверхностью натяжения. В фундаментальном уравнении Гиббса это 
позволяет избавиться от корригирующих энергетических членов, но 
одновременно в расчет входит не поддающаяся экспериментальному 
определению автоадсорбция на поверхности натяжения. Л.М. 
Щербаковым предложено вместо непосредственного нахождения 
поверхностного натяжения, рассматривать энергетические 
характеристики системы: прежде всего, избыток свободной энергии   
(или другой характеристической функции) по сравнению с тем же 
числом молекул массивной фазы. При таком подходе конкретизация 
радиуса микрокапли R  позволяет легко найти эффективную удельную 
свободную энергию 
  24 R
R

  ,     (7) 
совпадающую для эквимолекулярной разделяющей поверхности с (R). 
В работе [3] Л.М. Щербаков предложил производить оценку 
избыточной свободной энергии малых объектов с помощью 
термодинамической теории возмущений [25, 26]. Основные положения 
термодинамической теории возмущений, которая будет использоваться 
и в данной работе для определения размерной зависимости избыточной 
свободной энергии, можно найти в [25, 26]. 
В соответствии с этой теорией 
,0 UFF      (8) 
т.е. избыточная свободная энергия малого объекта равна среднему 
значению избытка его потенциальной энергии, которым обладают 
частицы капли по сравнению с таким же числом частиц внутри 
бесконечной протяженной фазы, найденному при помощи 
"невозмущенного" распределения Гиббса. 
Формальным критерием применимости формулы (8) является 
малость энергии возмущения u  в расчете на одну частицу по 
сравнению с kT (k-постоянная Больцмана, T-абсолютная температура). 
Хотя этот критерий обсуждался в [3], вопрос о его применимости к 
рассматриваемой здесь системе остается во многих отношениях 
дискуссионным. В общем случае вместо (8) должно рассматриваться 
разложение  

2
)( 20
00
UU
UFF ,   (9) 
причем, как показал Фейнман [26], функция F обладает вариационными 
свойствами относительно выбора базисной (невозмущенной) системы: 
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00  UFF      (10) 
 
Таким образом, <U>0 представляет оценку избыточной 
свободной энергии  сверху, то есть дает, в общем случае, ее 
завышенное значение. 
В работе [3] Л.М. Щербаков произвел оценку избыточной 
свободной энергии малой капли. В качестве невозмущенного состояния 
микроскопической сферической капли им рассматривался 
соответствующий объем массивной фазы леннард-джонсовской 
жидкости. После ряда упрощающих допущений, необходимых для 
аналитического решения задачи, для приведенной удельной свободной 
поверхностной энергии *=/ было найдено простое биноминальное 
соотношение 
1*1*

 R      (11) 
 
где R*=R/a - приведенный радиус капли (а – эффективный диаметр 
молекулы). Таким образом, отличный от метода Толмена подход привел 
к зависимости типа формулы Толмена [12]. Согласно (11) приведенная 
толменовская длина 5,0*  a . Следует однако отметить, что 
рассмотрение на основе термодинамической теории возмущений 
соответствует выбору эквимолекулярной разделяющей поверхности, а 
не поверхности натяжения, как в теории Толмена. 
6. Общий подход к выводу асимптотических соотношений 
для поверхностного натяжения малой капли на основе теории 
поверхностных фаз Гиббса. В этом разделе приводится полученный 
нами вывод аналитических формул Толмена и Русанова на основе 
исходной теории поверхностных фаз Гиббса [10]. С этой целью будем 
исходить из формулы Лапласа 
  ppcc  21      (12) 
и адсорбционного уравнения Гиббса 
 dd  ,     (13) 
где 111
 Rc , 122
 Rc  ( 1R  и 2R  – главные радиусы кривизны), Г – 
автоадсорбция,   – поверхностное натяжение p  и p  – давления в 
жидкой и газовой фазах,   – химпотенциал. Воспользуемся также 
уравнениями 







dnpd
dnpd
,      
из которых следует, что 
  dnnpdpd  .    (14) 
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Здесь n  и n   – плотности жидкости и пара соответственно. 
Далее подставим уравнение (13) в (14). В результате получим  
    dnnppd  .    (15) 
Дифференцируя (12) находим 
     ppdccddcc  2121  .   (16) 
Из (16) и (15) следует, что 
       dnnccddcc


 2121    (17) 
или 
    2121 ccddccnn   .   (18) 
Последнее уравнение было получено самим Гиббсом. Далее он 
принимает, что величина  21 cc   обычно мала по сравнению с 
 n n   и, пренебрегая вторым членом в уравнении (18), получает 
уравнение 
 21 ccd
nn
d






.    (19) 
Интегрируя уравнение (19) при n n   const , получим 
 21ln cc
nn






,    (20) 
где 

  – отвечает плоской поверхности. Из этого следует, что если 
радиусы кривизны имеют заметную величину, то значение   будет 
практически тем же, что и в случае, когда поверхность является 
плоской. 
Проанализировав вывод Гиббса, можно провести 
интегрирование уравнения (18) без упрощающего допущения о малости 
 21 cc  . Определим средний радиус кривизны R обычным 
соотношением дифференциальной геометрии 
 
R
cc
2
21      (21) 
и, учитывая (21), перепишем (18) в следующем виде 













R
dd
R
nn
22
     (22) 
или 
R
nn
R
d
d
2
2











.     (23) 
Вестник ТвГУ. Серия "Физика". 2014. № 4 
22 
 
Для интегрирования данного уравнения, также как и у Гиббса, 
считаем n , n   и   постоянными. Далее проинтегрировав выражение 
(23) и проведя некоторые преобразования, получим 
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откуда 
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Поделив теперь правую часть уравнения (1.26) на  nn  , 
находим 
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Последнее выражение является формулой Толмена для 
поверхности натяжения. Из (27) следует, что параметр  , 
определенный по Толмену, равен 
nn 

. 
Теперь рассмотрим уравнение (18) для асимптотического 
случая малых R. В этом случае величина  n n   мала по сравнению с 
 21 cc  . Тогда (18) можно переписать в виде 
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Откуда, проинтегрировав, находим 
KRlnln       (29) 
или 
KR ,     (30) 
где К – постаянная. Выражение (30) есть ни что иное, как 
линейная формула Русанова для малых радиусов кривизны. Это 
выражение справедливо для самых малых размеров микрокапли, 
отвечающих условию 
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R
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 .     (31) 
Окончательно условие применимости полученной линейной формулы 
можно записать в виде 
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7. Исследования малых объектов на основе методов 
компьютерного моделирования. Можно выделить несколько работ с 
использованием методов компьютерного моделирования для 
исследования данной проблемы. Одна из работ посвящена развитию и 
усовершенствованию теории Толмена [22]. Как видно из рисунка 1, 
поведение зависимости поверхностного натяжения от радиуса, 
полученной на основе метода молекулярной динамики, в этой работе на 
мой взгляд физически неадекватно, так как поверхностное натяжение в 
области 5* R  с уменьшением радиуса растет. Однако, как и следовало 
ожидать, результат Шмельцера *e  при 0R  является физически 
неадекватным и вытекает из того, что, несмотря на уточнения теории 
Толмена, последняя не адекватна рассмотрению микрокапель с 
радиусом 3* R . Но при 5* R  поверхностное натяжение выходит на 
асимптотическое значение, что согласуется с результатами многих 
других работ и в том числе с результатом данной работы. Работа [27] 
так же посвящена компьютерному моделированию. 
 
 
Р и с .  1 .  Значения поверхностного натяжения как функции 
радиуса эквимолекулярной поверхности и поверхности 
натяжения по данным расчетов [22]:         а – 
*
s ; b – 
*
e  
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В статье Ли-Джен Чена [28] «Зависимость поверхностного 
натяжения от площади поверхности леннард-джонсовского флюида 
полученная на основе молекулярно-динамического моделирования» 
молекулярно-динамическое моделирование используется для изучения 
структуры поверхности раздела жидкость-газ для трехмерного флюида. 
Частицы взаимодействуют посредством усеченного леннард-
джонсовского парного потенциала в отсутствии внешних полей. 
Обнаружено, что поверхностное натяжение возрастает с уменьшением 
площади поверхности. Однако этот эффект конечного размера описан 
только для малых площадей поверхности. 
В работе Нимаера и др. [29] «Молекулярная динамика 
поверхностного натяжения капли» зависимость поверхностного 
натяжения от радиуса кривизны поверхности раздела жидкость-пар 
описывается при малых радиусах зависимостью Толмена. Зависимость 
тензора давления от радиуса капель изучена путем молекулярно - 
динамического моделирования жидких капель. Из анализа зависимости 
давления над поверхностью жидкой капли выражения для тензора 
давления получены значения для толменовской длины. Приведенные 
значение толменовской длины a *  (а – эффективный диаметр 
молекулы), полученные в результате расчетов равны 9,03,0  .  
7. Прочие теоретические методы. Нахождения параметра   
описывается также в работе Булавина Грехова и Сысоева [30], которые 
используют несколько специфический теоретический метод. Они 
определяют   – толменовскую длину для жидких капель на основе 
уравнения состояния. В качестве уравнения состояния используется 
уравнение Тейтона, которое хорошо работает в окрестности кривой 
сосуществования. Проведены оценки   для воды и аргона в широком 
интервале температур. В обоих случаях получены 0 , причем   
растет с ростом температуры.  
В работе Болтачева и Байдакова [31] поверхностное натяжение, 
адсорбция и параметр Толмена представлены в виде рядов по кривизне 
межфазной поверхности c . Для адсорбции и параметров Толмена 
разложения ограничиваются линейными по c  членами, для 
поверхностного натяжения – квадратичными. С использованием теории 
капиллярности Ван-дер-Ваальса коэффициенты разложения выражены 
через характеристики плоской межфазной поверхности. В работах [32-
40] тех же авторов размерная зависимость поверхностного натяжения 
для нескольких систем рассматривается аналогичным способом. 
С помощью системы интегральных уравнений, определяющих 
профиль плотности для плоской поверхности раздела жидкость-пар, в 
статьях Быкова и Щекина [41] и [42] исследована зависимость 
поверхностного натяжения капли от ее радиуса для двух моделей 
Вестник ТвГУ. Серия "Физика". 2014. № 4 
25 
 
межмолекулярного потенциала: потенциала Юкавы и Леннард-Джонса. 
Статья [41] посвящена описанию термодинамических свойств капель в 
рамках метода функционала плотности. Полученные зависимости 
поверхностного натяжения от радиуса описываются формулой Толмена, 
при этом поверхностное натяжение выходит на асимптотическое 
значение при радиусе порядка 5 эффективных диаметров молекулы для 
обоих потенциалов. 
 
 
В работе [42] рассматривается та же задача с помощью профиля 
плотности для плоской поверхности раздела жидкость-пар и поправки к 
этому профилю при малой кривизне поверхности капли. Найденная в 
рамках такого подхода зависимость поверхностного натяжения от 
радиуса эквимолекулярной разделяющей поверхности показывает, как 
видно из рисунка 2, что поверхностное натяжение при малых радиусах 
растет. При радиусе порядка 15 эффективных диаметров поверхностное 
натяжение имеет максимум, а затем стремится к некому 
Р и с .  2 . Зависимость поверхностного натяжения 
*
e ( kTd 6
2*   , k –постоянная Больцмана) от радиуса 
эквимолекулярной разделяющей поверхности 
*
eR  ( dRR ee 
*
) 
для потенциала Леннард-Джонса при CTT 51.0  
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асимптотическому значению сверху, которое достигается примерно при 
размере капли порядка 80 эффективных диаметров молекул. Значения 
параметра * , отвечающего формуле Толмена, но не определяемого как 
расстояние между эквимолекулярной разделяющей поверхностью и 
поверхностью натяжения, рассчитаны в зависимости от поверхности 
натяжения и изменяются от 1,2 до -0,15. Метод функционала плотности 
используется также в работе [43]. 
В работе Григорьева и др. [44] на основе модели образования 
пленки жидкости на поверхности твердого тела получены расчетные 
формулы для определения межфазного натяжения и краевого угла 
смачивания из данных по деформации межфазной границы раздела 
жидкость-жидкость твердым телом (пластинкой). Отмечено, что 
межфазное натяжение определяется по любой точке начального участка 
кривой деформации или по площади под кривой деформации, а краевой 
угол смачивания – по предельному напряжению смачивания. 
Полученные значения для поверхностного натяжения хорошо 
согласуются с табличными значениями. Для расплавов металлов 
используется метод функционала электронной плотности, дающий, 
согласно работе Погосова и Манько [45], противоречивые результаты. 
Богдан [46] использует гиббсовский термодинамический 
подход в формулировке Дефая и Пригожина [47, 48] для учета влияния 
кривизны поверхности на межфазное натяжение. Показано, что 
межфазное натяжение снижается с уменьшением размера частицы. 
Кроме перечисленных выше, имеются также и другие работы [49-62], 
посвященные изучению свойств нанообъектов, рассмотрению 
уравнения Толмена и определению его параметров. 
8. О наших компьютерных расчетах размерной зависимости 
поверхностного натяжения малых объектов. Как уже отмечалось 
выше, нами были проведены численные расчеты размерной 
зависимости удельной свободной поверхностной энергии, совпадающей 
для эквимолекулярной разделяющей поверхности с поверхностным 
натяжением для малых объектов различного типа: нанокапель 
молекулярных флюидов и металлических расплавов [63-71], а также для 
нанокристаллов [72, 73]. Все полученные результаты свидетельствуют о 
том, что поверхностное натяжение малых объектов должно 
уменьшаться с уменьшением их размера, причем при малых радиусах 
выполняется линейная формула Русанова. При больших радиусах 
поверхностное натяжение наночастиц стремится к асимптотическому 
значению, отвечающему табличному значению поверхностного 
натяжения. 
9. Заключение. C учетом вышеизложенного, можно сделать 
вывод, что, применительно к малым объектам, особенно нанометрового 
диапазона размеров, проблема экспериментального и теоретического 
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исследования размерной зависимости поверхностного натяжения далека 
от решения и сохраняет свою актуальность. Имеющиеся 
экспериментальные данные являются скудными, к тому же 
большинство этих методов являются косвенными, так как измерить 
некоторые физические величины для нанометровых объектов напрямую 
пока невозможно. 
За основу данного обзора был взят обзор литературы, 
представленной в кандидатской диссертации первого автора (2002). С 
одной стороны, за прошедшие десятилетия появилось не так уж много 
новых результатов по размерной зависимости поверхностных 
характеристик, и все отмеченные выше проблемы в этой области так и 
остались не вполне решенными. С другой стороны, можно отметить ряд 
интересных работ, выполненных в последние годы. В частности, 
следует отметить работа А.А. Шебзухова и его коллег [74-77], 
посвященные оценке толменовской длины, коэффициента 
пропорциональности в формуле Русанова и ряда других характеристик, 
связанных с размерной зависимостью поверхностного натяжения и 
поверхностной энергии. 
 
Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки Российской 
Федерации в рамках выполнения государственных работ в сфере научной 
деятельности.  
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